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第1章 Lebesgue積分に関する基礎事項

Lebesgue積分論において非常に重要な積分に関する定理や補題をいくつか挙げておく.以下
(X,M, µ)等の組は測度空間, S(X)はX 上の単関数の集合, M(X,Y )はX から Y への可測関
数の集合としておく.

Theorem 1.1 (Beppo Leviの単調収束定理)

{fn}を非負の広義単調増加な可測関数列,つまり

fk+1 ≥ fk, fk ≥ 0 (k ∈ N)

を満たすとする.また, f = lim
n→∞

fn a.e.とするとき

lim
n→∞

∫
X

fn dµ =

∫
X

f dµ

が成り立つ.

証明. {fn}は広義単調増加より
{∫

X

fn dµ

}
も広義単調増加列である.従って,この数列の極限

は∞の場合も含め存在することがわかる.また
∫
X

fn dµ ≤
∫
X

f dµより両辺 n → ∞の極限を
取ると

lim
n→∞

∫
X

fn dµ ≤
∫
X

f dµ

が得られる.

一方, α ∈ (0, 1)を固定し ϕ ∈ S(X), En = {x | fn(x) ≥ αϕ(x)}とする.このとき {En}は可測
集合であり

Ek ⊂ Ek+1 (k ∈ N),
∞⋃

n=1

En = X

を満たすから

lim
n→∞

∫
X

fn dµ ≥ lim
n→∞

∫
En

fn dµ ≥ α lim
n→∞

∫
En

ϕdµ = α

∫
X

ϕdµ

となる.ただし最後の等式は写像
A(∈ M) 7→

∫
A

f dµ

が測度になることおよび ν を測度とすれば

Ek ⊂ Ek+1 (k ∈ N) =⇒ ν

( ∞⋃
n=1

En

)
= lim

n→∞
ν(En)
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が成り立つことを用いた.よって

lim
n→∞

∫
X

fn dµ ≥ sup
α↑1

(
α

∫
X

ϕdµ

)
=

∫
X

ϕdµ

よって ϕは単関数であるから

lim
n→∞

∫
X

fn dµ ≥ sup
0≤ϕ≤f

∫
X

ϕdµ =

∫
X

f dµ

となる.

以上より定理が示された. ■

Corollary 1.2 (項別積分定理)

{fn}を非負の可測関数列とする.このとき
∞∑

n=1

∫
X

fn dµ =

∫
X

( ∞∑
n=1

fn

)
dµ

が成り立つ.

証明. 非負の可測関数列 {fn}に対して,可測関数列 {gn}を gn =
n∑

k=1

fk とすれば単調収束定理
の仮定を満たすから,定理を適用すればよい. ■

Lemma 1.3 (Fatouの補題)

{fn}を非負の可測関数列とする.このとき∫
X

(
lim inf
n→∞

fn

)
dµ ≤ lim inf

n→∞

∫
X

fn dµ

が成り立つ.

証明. k ∈ Nに対して, j ≥ kのとき
inf
n≥k

fn ≤ fj

であるから,両辺積分すると ∫
X

(
inf
n≥k

fn

)
dµ ≤

∫
X

fj dµ

となる.よって ∫
X

(
inf
n≥k

fn

)
dµ ≤ inf

j≥k

∫
X

fj dµ

であるから,両辺 k → ∞の極限をとれば∫
X

(
lim inf
n→∞

fn

)
dµ ≤ lim inf

n→∞

∫
X

fn dµ

となり,示された. ■
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Theorem 1.4 (Lebesgueの優収束定理)

{fn}を可測関数列とし, fn → f a.e.とする.このとき,ある非負の可積分な可測関数 g が存在
し, |fn| ≤ g a.e. (n ∈ N)となるとき f = lim

n→∞
fn は可測であり,可積分で

lim
n→∞

∫
X

fn dµ =

∫
X

f dµ

が成り立つ.

証明. f の可測性は明らか.

|fn| ≤ g a.e.より,両辺 n → ∞の極限をとれば |f | ≤ g a.e.となる.よって∣∣∣∣∫
X

f dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
X

|f | dµ ≤
∫
X

g dµ < ∞

から f は可積分であることがわかる.

また, g + fn ≥ 0 a.e.より Fatouの補題から∫
X

g dµ+

∫
X

f dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
X

(g + fn) dµ =

∫
X

g dµ+ lim inf
n→∞

∫
X

fn dµ

同様に g − fn ≥ 0 a.e.より Fatouの補題から∫
X

g dµ−
∫
X

f dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
X

(g − fn) dµ =

∫
X

g dµ− lim sup
n→∞

∫
X

fn dµ

となる.以上より
lim sup
n→∞

∫
X

fn dµ ≤
∫
X

f dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
X

fn dµ

となる.しかし,一般的事実として

lim inf
n→∞

∫
X

fn dµ ≤ lim sup
n→∞

∫
X

fn dµ

が成り立つから,結局∫
X

f dµ = lim inf
n→∞

∫
X

fn dµ = lim sup
n→∞

∫
X

fn dµ = lim
n→∞

∫
X

fn dµ

となり,定理が示された. ■

Corollary 1.5 (Lebesgueの有界収束定理)

(X,M, µ)を有限測度空間, {fn}を有界な可測関数列とし, fn → f a.e.とする.このとき f =

lim
n→∞

fn は可測であり,可積分で

lim
n→∞

∫
X

fn dµ =

∫
X

f dµ

が成り立つ.
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証明. {fn}は有界な可測関数列だから

|fn| ≤ M (n ∈ N)

となるM(> 0)が存在する.また ∫
X

M dµ = Mµ(X) < ∞

よりM は可積分.よって, Lebesgueの優収束定理の gを g(x) = M として定理を適用させれば
よい. ■

Corollary 1.6 (一般優収束定理)

{fn}を可測関数列とし, fn → f a.e.とする.このとき,ある非負で可積分な可測関数列 {gn}が
存在し

|fn| ≤ gn a.e. (n ∈ N), gn → g a.e., lim
n→∞

∫
X

gn dµ =

∫
X

g dµ

となるとき f = lim
n→∞

fn は可測であり,可積分で

lim
n→∞

∫
X

fn dµ =

∫
X

f dµ

が成り立つ.

証明. gn + fn, gn − fn ≥ 0 a.e.であるから, Lebesgueの優収束定理の証明と同様に Fatouの補
題を適用させればよい. ■

Theorem 1.7 (Fubini-Tonelliの定理)

(X,M, µ), (Y,N, ν) を σ-finite な測度空間とする. このとき以下が成り立つ. ただし, fx(y) =

fy(x) = f(x, y)とする.

(a) (Tonelli) f をX × Y 上の非負値可測関数とする.このとき g(x), h(y)を

g(x) =

∫
Y

fx dν, h(y) =

∫
X

fy dµ

はそれぞれ, X 上, Y 上の非負値可測関数で∫
X×Y

f d(µ× ν) =

∫
Y

∫
X

f dµ dν =

∫
X

∫
Y

f dν dµ · · · (∗)

が成り立つ.

(b) (Fubini) f がX × Y 上絶対可積分とする.このとき, fx は a.e.x ∈ X で Y 上絶対可積分,

fy は a.e.y ∈ Y で X 上絶対可積分であり, (a)における g, hはそれぞれ X 上, Y 上絶対
可積分で (∗)の等式が成り立つ.

証明.
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(a) まずは, f が特性関数のときに示す. E ∈ M×Nとして, f(x, y) = χE(x, y)とする.この
とき ∫

X×Y

f d(µ× ν) = (µ× ν)(E)

であり ∫
Y

∫
X

f dµ dν =

∫
Y

µ(Ex) dν,

∫
X

∫
Y

f dν dµ =

∫
X

ν(Ey) dµ

である.ただし, Ex = {y ∈ Y | (x, y) ∈ E}, Ey = {x ∈ X | (x, y) ∈ E}である.これらの
3つの積分の値は一致するから, f が特性関数のときは示された.

次に f が非負値単関数のときであるが,積分の線形性により単関数のときも成り立つこと
がわかる.

最後に一般の場合であるが, f に概収束する非負値単調増加単関数列 {fn}をとり, 関数列
{gn}, {hn}を

gn(x) =

∫
Y

(fn)x dν, hn(y) =

∫
X

(fn)
y dµ

とすると, {gn}, {hn}はそれぞれ非負値単調増加関数列で g, hに概収束する.よって単調
収束定理から∫

X

g dµ = lim
n→∞

∫
X

gn dµ = lim
n→∞

∫
X×Y

fn d(µ× ν) =

∫
X×Y

f d(µ× ν)∫
Y

h dν = lim
n→∞

∫
Y

hn dν = lim
n→∞

∫
X×Y

fn d(µ× ν) =

∫
X×Y

f d(µ× ν)

となりこれは (∗)を示している.この結果から f が X × Y 上で非負値可測関数で可積分
ならば, g < ∞ a.e.x ∈ X,h < ∞ a.e.y ∈ Y であり,つまり fx, f

y はそれぞれ Y 上, X 上
で絶対可積分であることがわかる.これで示された.

(b) (b)の仮定を満たす f に対して f = f1 + if2 (f1, f2は実数値可測関数)のように実部と虚
部に分けさらに f = (f1

+ − f1
−) + i(f2

+ − f2
−)として (a)を適用すればよい.これで示

された.

以上により,定理が示された. ■
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第2章 Lp空間の定義と基礎的な性質

ここでは, Lp 空間の定義および Banach空間としての基礎的な性質を述べる.

Definition 2.1 (Lp 空間)

1 ≤ p ≤ ∞とする. このとき測度空間 (X,M, µ)に対して Lp ノルム ‖·‖p を

‖f‖p =



(∫
X

|f |p dµ
) 1

p

=

(∫
X

|f(x)|p dµ(x)
) 1

p

(1 ≤ p < ∞)

inf{a ≥ 0 | µ({x ∈ X | |f(x)| > a}) = 0} (p = ∞)

と定義し, Lp 空間を

Lp(X,M, µ) = {f | f ∈ M(X,C), ‖f‖p < ∞}

と定義する. ここでM(X,C) は X 上から C 上への µ-可測関数全体の集合とする. ここで
f, g ∈ Lp(X)に対して,同値関係 ∼を

f ∼ g
def⇔ f = g a.e.

で定義し, Lp(X)を
Lp(X)

def⇔ Lp(X)/ ∼

で定義する. また, Lp(X,M, µ)を単に Lp, Lp(X), Lp(µ)と, ‖f‖p を ‖f‖Lp と表記することも
ある.

Lemma 2.2

f ∈ L∞ ならば |f | ≤ ‖f‖∞ a.e.となる.

Proof. 下限の定義から

∃{Mk} (Mk ≥ 0) s.t. Mk → ‖f‖∞ (k → ∞), |f | ≤ Mk a.e.

となる.すると,各 k ∈ Nに対してある零集合Nk(⊂ X)が存在して

x ∈ X \Nk =⇒ |f(x)| ≤ Mk

となる.ここでN =

∞⋃
k=1

Nk とすると, N も零集合であり

x ∈ X \N =⇒ |f(x)| ≤ Mk (∀k ∈ N)
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から,両辺 k → ∞の極限をとると

x ∈ X \N =⇒ |f(x)| ≤ ‖f‖∞

つまり |f | ≤ ‖f‖∞ a.e.となる. ■

Theorem 2.3

1 ≤ p ≤ ∞のとき, Lp は C上ベクトル空間である.

Proof. f, g ∈ Lp, c ∈ Cのとき f + g, cf ∈ Lp を示せば良い.

(i) 1 ≤ p < ∞のとき

• f + g ∈ Lp

|f + g|p ≤ (|f |+ |g|)p ≤ (2max {|f |, |g|})p ≤ 2p(|f |p + |g|p)

より ‖f + g‖pp ≤ 2p(‖f‖pp + ‖g‖pp) < ∞より f + g ∈ Lp となる.

• cf ∈ Lp

‖cf‖p =

(∫
X

|cf |p dµ
) 1

p

= |c|
(∫

X

|f |p dµ
) 1

p

= |c| ‖f‖p < ∞

より cf ∈ Lp となる.

(ii) p = ∞のとき

• f + g ∈ L∞

|f + g| ≤ |f |+ |g| ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞ a.e.

より, ‖f + g‖∞ ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞ < ∞であるから f + g ∈ L∞ となる.

• cf ∈ L∞

c = 0のときは明らかなので, c 6= 0とする.

‖cf‖∞ = inf{a ≥ 0 | µ{x ∈ X | |cf(x)| > a} = 0}

= |c| inf{b ≥ 0 | µ{x ∈ X | |cf(x)| > b} = 0}
(
b =

a

|c|

)
= |c| ‖f‖∞
< ∞

以上より, 題意は示された. ■

Lemma 2.4 (Youngの不等式)

a, b ≥ 0のとき, 1 < p, q < ∞,
1

p
+

1

q
= 1を満たす p, qに対して ab ≤ ap

p
+

bq

q
が成り立つ.た

だし,等号は ap = bq のときである.
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Proof. ab = 0のときは明らかなので ab > 0の場合を示す. h(t) =
tp

p
− t +

1

q
(t ≥ 0)とす

る.このとき h′(t) = tp−1 − 1であるから, h(t)は t = 1で最小値 h(1) =
1

p
+

1

q
− 1 = 0とな

る.あとは a, b > 0に対して t = ab−
q
p とおいて整理すると Youngの不等式が示される. 等号は

ap = bq のときに成り立つ. ■

Definition 2.5

1 ≤ p ≤ ∞に対して 1

p
+

1

q
= 1となる q

(
=

p

p− 1

)
を pの (Hölder)共役指数といい, p, qを

互いに (Hölder)共役であるという.便宜上 1,∞の共役指数はそれぞれ∞, 1とする.

Theorem 2.6 (Hölderの不等式)

1 ≤ p, q ≤ ∞を互いに共役, f ∈ Lp, g ∈ Lq とする.このとき fg ∈ L1 であり

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q

が成り立つ.

Proof. 1 < p, q < ∞のときと p = 1, q = ∞のときを場合を分けて示す.

(i) 1 < p, q < ∞のとき, Youngの不等式において a =
|f |
‖f‖p

, b =
|g|
‖g‖q

とすると

|fg|
‖f‖p ‖g‖q

≤ |f |p

p ‖f‖pp
+

|g|q

q ‖g‖qq

より両辺積分すると

‖fg‖1
‖f‖p ‖g‖q

≤ 1

p

‖f‖pp
‖f‖pp

+
1

q

‖g‖qq
‖g‖qq

=
1

p
+

1

q
= 1

より fg ∈ L1, ‖fg‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q が示された. また,等号はYoungの不等式の等号条件よ
り明らか.

(ii) p = 1, q = ∞のとき

‖fg‖1 =

∫
X

|fg| dµ ≤ ‖g‖∞
∫
X

|f |dµ = ‖f‖1 ‖g‖∞

となるから, fg ∈ L1 であり不等式が示された.

以上により, Hölderの不等式が示された. ■

Theorem 2.7 (Minkowskiの不等式)

1 ≤ p ≤ ∞, f, g ∈ Lp のとき,三角不等式

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p

が成り立つ.
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Proof. p = ∞の場合は Theorem 2.3で示していから, 1 ≤ p < ∞の場合を示す.

(i) p = 1のとき

|f + g| ≤ |f |+ |g|より両辺を積分すると不等式が成り立つ.

(ii) 1 < p < ∞のとき

|f + g|p = |f + g||f + g|p−1 ≤ (|f |+ |g|)|f + g|p−1

より, pの共役指数を qとすると (p− 1)q = pであり, Hölderの不等式より

‖f + g‖pp =

∫
X

|f + g|p dµ

≤
∥∥f |f + g|p−1

∥∥
1
+
∥∥g|f + g|p−1

∥∥
1

≤ ‖f‖p
∥∥|f + g|p−1

∥∥
q
+ ‖g‖p

∥∥|f + g|p−1
∥∥
q

= (‖f‖p + ‖g‖p)
∥∥|f + g|p−1

∥∥
q

= (‖f‖p + ‖g‖p)
(∫

X

|f + g|(p−1)q dµ

) 1
q

= (‖f‖p + ‖g‖p)
(∫

X

|f + g|p dµ
)1− 1

p

= (‖f‖p + ‖g‖p) ‖f + g‖p−1
p

となる.以上より ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p が示された.

以上より,題意は示された. ■

Corollary 2.8

1 ≤ p ≤ ∞のとき Lp は ‖·‖p をノルムとするノルム空間になる.

Proof. 単射性については |f(x)| ≥ 0であることを用いる.スカラー倍に関しては既に示してあ
る.三角不等式についてはMinkowskiの不等式のことであり既に示してある. ■

Theorem 2.9

1 ≤ p ≤ ∞のとき, (Lp, ‖·‖p)は Banach空間である.

Proof. Lp が Lp ノルムに関して完備であること,つまり Lp ノルムに関する任意の Cauchy列
が収束列であることを示せばよい.また, 1 < p < ∞のときと p = ∞のときに場合分けをして
示す.

(i) {fn} ⊂ Lp を Cauchy列とする.このとき部分列 {fnk
}を

∥∥fnk+1
− fnk

∥∥
p
<

1

2k
(k ∈ N)

となるようにとる.また, {gn}を gk =
k∑

j=1

|fnj+1
− fnj

| とすると, Minkowskiの不等式か
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ら ‖gk‖p <
k∑

j=1

1

2j
= 1である.ここで g(x) = lim

k→∞
gk(x)とすると, Fatouの補題から

∫
X

|g|p dµ ≤ lim inf
k→∞

∫
X

|gk|p dµ ≤ 1

となるから, g(x) < ∞ a.e. となる.ただし, g(x) = ∞となる xのときは, g(x) = 0と値
を修正する.よって

fn1
+

k∑
j=1

(fnj+1
− fnj

) = fnk+1

は,ある関数 f にX上 a.e.収束することがわかる.よって, lim
k→∞

fnk
= lim

k→∞
fnk+1

= f a.e.

が成り立つ. さらに,任意の ε > 0に対して, n,m ≥ N のとき ‖fn − fm‖p < ε となる N

が存在するから, n ≥ N のとき Fatouの補題より∫
X

|f − fn|p dµ =

∫
X

∣∣∣∣ limk→∞
fnk

− fn

∣∣∣∣p dµ

≤ lim inf
k→∞

∫
X

|fnk
− fn|p dµ

≤ εp

が成り立つ.ここで, n ≥ N となる nを用いると f = (f − fn) + fn ∈ Lpであることがわ
かる.ゆえに, Cauchy列 {fn}は f に Lp 収束することが示された.

(ii) p = ∞のとき {fj}を L∞ の任意の Cauchy列とする.このとき

∀m ∈ N, ∃nm ∈ N s.t. j, k ≥ nm =⇒ ‖fj − fk‖∞ <
1

m

となる.このとき, Lemma 2.2 からある零集合Nj,k,mが存在して, x ∈ X \Nj,k,mならば

|fj(x)− fk(x)| ≤ ‖fj − fk‖∞ <
1

m

が成り立つ.ここでN =

∞⋃
j,k,m=1

Nj,k,m も零集合であり

x ∈ X \N, j, k ≥ nm =⇒ |fj(x)− fk(x)| <
1

m
(∗)

であるから x ∈ X \N ならば {fj(x)}は Cにおける Cauchy列であることがわかる.よっ
て Cの完備性から x ∈ X \N のとき lim

j→∞
fj(x)が存在する.ここで f(x)を

f(x) =

 lim
j→∞

fj(x) (x ∈ X \N)

0 (x ∈ N)

とすると, f は可測であり (∗)において k → ∞とすると

x ∈ X \N, j ≥ nm =⇒ |fj(x)− f(x)| ≤ 1

m
(∗∗)
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となるから (∗∗)の不等式から j ≥ mmのとき fj − f ∈ L∞であることがわかる.また L∞

はベクトル空間であるから

f = fj + (−1)(fj − f) ∈ L∞

となる.また (∗∗)から
j ≥ nm =⇒ ‖fj − f‖∞ ≤ 1

m

であることがわかるから, Cauchy列 {fj}は f に L∞ 収束することがわかる.

以上より Lp の完備性が示せたので Lp は Banach空間であることが示された. ■
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第3章 関数のLp連続性

ここでは,関数の Lp 連続性を示していく.ただし, dx, µ等は n次元 Lebesgue測度である.

Lemma 3.1

f ∈ C0(Rn)は一様連続である.

Proof. f ∈ C0(Rn)とする. f の連続性より, ε > 0に対してある δx > 0が存在して, |y| < δx

ならば |f(x− y)− f(x)| < ε

2
が成り立つ.

ここで B(x, r) を中心 x, 半径 r の開球とすると, supp f ⊂
⋃

x∈supp f

B

(
x,

1

2
δx

)
が成り立ち,

supp f の compact性からある x1, . . . , xN が存在して supp f ⊂
N⋃
i=1

B

(
xi,

1

2
δxi

)
が成り立つ.

δ =
1

2
min {δx1

, . . . , δxN
} > 0 とし, |y| < δ とする. 任意の x ∈ Rn に対して, 被覆性から

x− y ∈ B

(
xi,

1

2
δxi

)
となるような xiが存在するから,連続性より |f(x− y)− f(xi)| < ε

2 が成

り立つ.また三角不等式から, |x−xi| ≤ |xi−(x−y)|+|y| < δxiより連続性から |f(x)−f(xi)| <
ε

2が成り立つ.

ゆえに, |y| < δのとき三角不等式から

|f(x− y)− f(x)| ≤ |f(x− y)− f(xi)|+ |f(xi)− f(x)| < ε

2
+

ε

2
= ε

となり一様連続性が示された. ■

Theorem 3.2

1 ≤ p < ∞とする.このとき

S :=

f ∈ Lp(Rn)

∣∣∣∣∣∣ f =

N∑
j=1

ajχEj , aj ∈ C \ {0}, Ejは非交和, µ(Ej) < ∞, N < ∞


は Lp(Rn)内で稠密である.

Proof. f ∈ Lp(Rn) に対して fj → f a.e. , |fj | ≤ |f | なる列 {fj} ⊂ S をとる. このとき
fj ∈ Lp(Rn) であり, 三角不等式から |fj − f |p ≤ (|fj | + |f |)p ≤ 2p|f |p が成り立つから, 優
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収束定理より ‖fj − f‖p → 0となる.また, fj ∈ S より, fj =
Nj∑
k=1

akχEk
とすると, ‖fj‖pp =

Nj∑
k=1

|ak|pµ(Ek) < ∞より, µ(Ek) < ∞となる.よって,定理が示された. ■

Fact 3.3 (Lebesgue測度の正則性)

n次元 Lebesgue測度を µは正則である.つまり,任意の Lebesgue可測集合 E ⊂ Rn 対して

µ(E) = sup{µ(K) | K ⊂ E,K は compact} = inf{µ(U) | E ⊂ U,U は開集合 }

が成り立つ.また,正則になるための同値な条件として ∀ε > 0, U,K はそれぞれ Rn の開集合,

compactとするとき, µ(U \K) < εが成り立つことである.

Fact 3.4 (Urysohnの補題)

X を局所 compact Hausdorff, K を compact, U を開集合, K ⊂ U ⊂ X とする.このときある
f ∈ C(X, [0, 1])が存在して, f(x) = 1 (x ∈ K)かつ f(x) = 0 (x ∈ X \ V )となる.ここで V は
U のある compact部分集合である.

Theorem 3.5

1 ≤ p < ∞のとき, C0(Rn)は Lp(Rn)内で稠密である.

Proof. f ∈ Lp(Rn)とする. 段階を踏んで示していく.

(i) f = χB (µ(B) < ∞)の場合, Lebesgue測度の正則性よりK ⊂ B ⊂ U, µ(U \K) < εp を
満たすような,ある compact集合K と,ある開集合 U が存在する.また, Urysohnの補題
より, χK ≤ g ≤ χU となる h ∈ C0(Rn)が存在する.この hに対して

‖f − g‖p =

(∫
Rn

|χB(x)− g(x)|p dx
) 1

p

≤
(∫

Rn

|χU (x)− χK(x)|p dx
) 1

p

=

(∫
Rn

χU\K(x) dx

) 1
p

< ε

が成り立ち, 定義関数の場合は示された.

(ii) f =
N∑
j=1

ajχEj
(aj ∈ C \ {0}, Ejは非交和, µ(Ej) < ∞, N < ∞)の場合, (i)の結果から任

意の ε > 0に対して
∥∥χEj

− gj
∥∥
p
< ε (j = 1, . . . , N)となるような gj ∈ C0(Rn)が存在す

る.よって, g =
n∑

j=1

ajgj とすると, g ∈ C0(Rn)であり, Minkowskiの不等式から

‖f − g‖p ≤
N∑
j=1

|aj |
∥∥χEj

− gj
∥∥
p
<

N

N∑
j=1

|aj |

 ε

が成り立ち,単関数の場合も示された.
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(iii) 一般の f ∈ Lp(Rn)の場合, Lemma 2.2により,任意の ε > 0に対してある単関数 gが存
在して, ‖f − g‖p < εとなる. また, (ii)の結果より ‖g − h‖p < εとなる h ∈ C0(Rn)が存
在する. ゆえに, Minkowskiの不等式から

‖f − h‖p ≤ ‖f − g‖p + ‖g − h‖p < 2ε

となり,一般の場合も示された.

以上より定理が示された. ■

Theorem 3.6

1 ≤ p < ∞とする. 平行移動作用素 τz : Lp(Rn) → Lp(Rn) (z ∈ Rn)を (τzf)(x) = f(x−z) (f ∈
Lp(Rn))で定義する.このとき, f ∈ Lp(Rn)に対して Lp 連続性

lim
z→0

‖τzf − f‖p = 0

つまり
lim
z→0

∫
Rn

|f(x− z)− f(x)|p dx = 0

が成り立つ.

Proof. 2段階に分けて示す.

(i) f ∈ C0(Rn)の場合, |z| ≤ 1に対して, ある compact集合Kに対して supp (τzf), supp g ⊂
K となるから

‖τzf − f‖p ≤ max
x∈K

|(τzf)(x)− f(x)|µ(K)
1
p → 0 (z → 0)

より示された.

(ii) 一般の f ∈ Lp(Rn) の場合, 任意の ε > 0 に対して稠密性から ‖f − g‖p <
ε

3
となる

g ∈ C0(Rn)が存在する.このとき, Lebesgue測度の平行移動不変性から

‖τzf − τzg‖p = ‖f − g‖p <
ε

3

が成り立つ.

また, (i)の結果から |z| < δ のとき ‖τzg − g‖p <
ε

3
を満たすような δ > 0が存在するか

ら, |z| ≤ min{δ, 1}のときMinkowskiの不等式から

‖τzf − f‖p ≤ ‖τzf − τzg‖p + ‖τzg − g‖p + ‖g − f‖p < ε

が成り立から,一般の場合も示された.

以上より定理が示された. ■
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第4章 合成積と稠密性

ここでは,合成積を用いてC∞
0 (Rn)がLp(Rn)内で稠密であることを示していく.ただし, dx, µ

等は n次元 Lebesgue測度である.

Definition 4.1

f, g ∈ M(Rn,C)に対して合成積（畳み込み, convolution）f ∗ gを

(f ∗ g)(x) =
∫
Rn

f(x− y)g(y) dy

で定義する. このとき, 右辺の積分は少なくともほとんど至る所で定義されていなければなら
ない.

Lemma 4.2

f, g, h ∈ M(Rn,C), z ∈ Rn とする.このとき以下のことが成り立つ.

(i) f ∗ g = g ∗ f

(ii) (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h)

(iii) τz(f ∗ g) = (τzf) ∗ g = f ∗ (τzg)

(iv) supp (f ∗ g) ⊂ {x+ y | x ∈ supp f, y ∈ supp g}

Proof.

(i) z = x− yと変数変換すると

(f ∗ g)(x) =
∫
Rn

f(x− y)g(y) dy =

∫
Rn

f(z)g(x− z) dz = (g ∗ f)(x)

より示される.
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(ii) Fubini-Tonelliの定理と (i)を用いる.

((f ∗ g) ∗ h)(x) =
∫
Rn

(f ∗ g)(x− y)h(y) dy

=

∫
Rn

(g ∗ f)(x− y)h(y) dy

=

∫
Rn

∫
Rn

f(z)g(x− y − z)h(y) dz dy

=

∫
Rn

∫
Rn

f(z)g(x− y − z)h(y) dy dz

=

∫
Rn

f(z)(g ∗ h)(x− z) dz

= (f ∗ (g ∗ h))(x)

より示される.

(iii)

τz(f ∗ g)(x) = (f ∗ g)(x− z)

=

∫
Rn

f(x− y − z)g(y) dy

=

∫
Rn

(τzf)(x− y)g(y) dy

= (τzf) ∗ g

となる.後は (i)を用いると

τz(f ∗ g) = τz(g ∗ f) = (τzg) ∗ f = f ∗ (τzg)

より示される.

(iv) 対偶を示す.

x 6∈ {x+ y | x ∈ supp f, y ∈ supp g}とすると, ∀y ∈ supp gに対して x− y 6∈ supp f とな
る.よって f(x− y) = 0となるから, (f ∗ g)(x) = 0となり x 6∈ supp (f ∗ g)となる.

以上より,定理が示された. ■

Theorem 4.3 (合成積に関するYoungの不等式)

1 ≤ p, q, r ≤ ∞ が 1 +
1

r
=

1

p
+

1

q
を満たすとする. f ∈ Lp(Rn), g ∈ Lq(Rn) に対して

f ∗ g ∈ Lr(Rn)となり, ‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖p ‖g‖q が成り立つ.

Proof. 一般 Hölderの不等式と平行移動不変性を用いて示していく.
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• r = ∞のとき

|f ∗ g(x)| ≤
∫
Rn

|f(x− y)g(y)| dy

= ‖f(x− ·)‖p ‖g‖q
= ‖f‖p ‖g‖q

より, ‖f ∗ g‖∞ ≤ ‖f‖p ‖g‖q が成り立つ.

• 1 ≤ r < ∞のとき 1 ≤ p, q < ∞であることに注意すると

|f ∗ g(x)| ≤
∫
Rn

|f(x− y)g(y)| dy

=

∫
Rn

|f(x− y)|
p
r |g(y)|

q
r · |f(x− y)|1−

p
r |g(y)|1−

q
r dy

=

∫
Rn

(|f(x− y)|p|g(y)|q) 1
r · |f(x− y)|

r−p
r · |g(y)|

r−q
r dy

≤
∥∥∥(|f(x− ·)|p|g|q) 1

r

∥∥∥
r

∥∥∥|f(x− ·)|
r−p
r

∥∥∥
pr

r−p

∥∥∥|g| r−q
r

∥∥∥
qr

q−r

(
∵ 1

r
+

r − p

pr
+

r − q

qr
= 1

)
が成り立つ.ここで∥∥∥(|f(x− ·)|p|g|q) 1

r

∥∥∥
r
=

(∫
Rn

|f(x− y)|p|g(y)|q dy
) 1

r

∥∥∥|f(x− ·)|
r−p
r

∥∥∥
pr

r−p

=

(∫
Rn

|f(x− y)|p dy
) r−p

pr

= ‖f‖
r−p
r

p∥∥∥|g| r−q
r

∥∥∥
qr

q−r

=

(∫
Rn

|g(y)|q dy
) q−r

qr

= ‖g‖
r−q
r

q

と変形できるから, Fubiniの定理から∫
Rn

|f ∗ g(x)|r dx ≤ ‖f‖r−p
p ‖g‖r−q

q

∫
Rn

(∫
Rn

|f(x− y)|p|g(y)|qdy
)

dx

= ‖f‖r−p
p ‖g‖r−q

q

∫
Rn

(∫
Rn

|f(x− y)|p|g(y)|q dx
)

dy

= ‖f‖r−p
p ‖g‖r−q

q ‖f‖pp ‖g‖
q
q

= ‖f‖rp ‖g‖
r
q

が得られ, 両辺の r乗根を取れば不等式が示される. ■

Lemma 4.4

f ∈ L1(Rn), g ∈ Ck(Rn) (1 ≤ k ≤ ∞) とし ∂αg (|α| ≤ k) は有界であるとする. このとき,

f ∗ g ∈ C∞(Rn)であり , ∂α(f ∗ g) = f ∗ (∂αg)が成り立つ.また, supp f, supp gが compactで
あれば f ∗ g ∈ Ck

0 (Rn)となる.
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Proof. まずは |α| = 1の場合を示す. ϕ = f ∗ g (f ∈ L1(Rn), g ∈ Ck(Rn))とする.このとき,

平均値の定理から
ϕ(x+ hej)− ϕ(x)

h
=

∫
Rn

f(y)
g(x+ hej − y)− g(x− y)

h
dy

=

∫
Rn

f(y)∂jg(x+ cej − y) dy (0 < c < h)

となる.ただし, ej は Rn の j 番目の標準基底である.

仮定から ∂jgは有界であり, f ∈ L1(Rn), |f(y)∂jg(x+ cej − y)| ≤ M |f(y)| (M は |∂jg|の最大
値)より, Lebesgueの優収束定理から h → 0の極限と積分記号が交換できるから, ∂jϕ = f ∗(∂jg)
が示された.一般の場合は, 帰納法により全く同様の手順で示される.

k階導関数が連続であることは, k = 0の場合を示せば十分である.

|ϕ(x+ hej)| =
∣∣∣∣∫

Rn

f(y)g(x+ hej − y) dy

∣∣∣∣
≤ max

z∈Rn
|g(z)|

∫
Rn

|f(y)| dy

< ∞

より, Lebesgueの優収束定理から

lim
h→0

ϕ(x+ hej) =

∫
Rn

f(y)

(
lim
h→0

g(x+ hej − y)

)
dy

=

∫
Rn

f(y)g(x− y) dy

= ϕ(x)

となり,連続性も示された.

ゆえに,補題が示された. ■

Corollary 4.5

f ∈ Lp(Rn) (1 ≤ p < ∞), g ∈ C∞
0 (Rn)とし, 1 < p < ∞のとき supp f は compactであるとす

る.このとき, f ∗ g ∈ Ck
0 (Rn)であり, ∂α(f ∗ g) = f ∗ (∂αg)が成り立つ.

Proof. 1 < p < ∞の場合を示せばよい. pの共役指数を qとするとき, Hölderの不等式から∫
Rn

|f(x)| dx =

∫
supp f

|f(x)| dx

≤
(∫

supp f

|f(x)|p dx
) 1

p
(∫

supp f

1q dx

) 1
q

= ‖f‖p µ(supp f)
1
q

< ∞
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より, f ∈ L1(Rn)であることがわかるから, 先程の補題より結果が従う. ■

Definition 4.6 (Friedrichsの軟化子)

ρを
ρ ∈ C∞

0 (Rn), ρ(x) ≥ 0,

∫
Rn

ρ(x) dx = 1, supp ρ = {x ∈ Rn | |x| ≤ 1}

を満たすとする.また, ρt(x) = t−nρ(t−1x)とすると supp ρt = {x ∈ Rn | |x| ≤ t}は compact

であり, 積分値は 1になる.このとき, ρt を Friedrichsの軟化子という.

Example 4.7

ρ(x) =

Ce
− 1

1−|x|2 (|x| < 1)

0 (|x| ≥ 1)

は軟化子である.ここで, C は積分値が 1になるようするための定数である.

Theorem 4.8 (積分型のMinkowskiの不等式)

1 ≤ p < ∞, f ∈ M(Rm+n,C)のとき
(∫

Rm

∣∣∣∣∫
Rn

f(x, y) dy

∣∣∣∣p dx

) 1
p

≤
∫
Rn

(∫
Rm

|f(x, y)|p dx
) 1

p

dy

つまり ∥∥∥∥∫
Rn

f(·, y) dy
∥∥∥∥
p

≤
∫
Rn

‖f(·, y)‖p dy

が成り立つ.

Proof. 直接示すのではなく∫
Rm

(∫
Rn

|f(x, y)| dy
)p

dx ≤
∫
Rn

(∫
Rm

|f(x, y)|p dx
) 1

p

dy

を示す. そうすれば,積分と絶対値の基本的な不等式により示すべき不等式を示すことができる
からである.

p = 1のときは, Fubiniの定理から明らかなので 1 < p < ∞の場合を示す.

F (x) =

∫
Rn

|f(x, y)| dyとし, F (x) 6= 0 a.e.とする. 実際 F (x) = 0 a.e.ならば f(x, y) = 0 a.e.

となり示す不等式が成り立つからである. また, F ∈ M(Rm,C)であるから, Fubiniの定理と
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Hölderの不等式を用いると∫
Rm

F (x)p dx =

∫
Rm

F (x)p−1

(∫
Rn

|f(x, y)| dy
)

dx

=

∫
Rm

∫
Rn

F (x)p−1|f(x, y)| dy dx

=

∫
Rn

∫
Rm

F (x)p−1|f(x, y)| dx dy

≤
∫
Rn

(∫
Rm

|f(x, y)|p dx
) 1

p
(∫

Rm

F (x)q(p−1) dx

) 1
q

dy

=

(∫
Rn

‖f(·, y)‖p dy

)(∫
Rm

F (x)p dx

) 1
q

と評価できるから,両辺を
(∫

Rm

F (x)p dx

) 1
q

( 6= 0)で割れば求める不等式が得られる. ■

Theorem 4.9

φ ∈ L1(Rn), φt(x) = t−nφ(t−1x),

∫
Rn

φ(x) dx = aとする.このとき以下のことが成り立つ.

(i) f ∈ Lp(Rn) (1 ≤ p < ∞)ならば, ‖f ∗ φt − af‖p → 0 (t → 0)となる.

(ii) f が有界かつ一様連続ならば, t → 0のとき一様に f ∗ φt → af となる.

(iii) f ∈ L∞(Rn)かつ開集合 U 上で連続ならば, compact集合K ⊂ U 上で t → 0のとき,一
様に f ∗ φt → af となる.

Proof.

(i) 合成積および aを積分表示し変数変換すると

(f ∗ φt)(x)− af(x) =

∫
Rn

(f(x− y)− f(x))φt(y) dy

=

∫
Rn

(f(x− tz)− f(x))φ(z) dz

と変形できる.よって, 積分型のMinkowskiの不等式を用いると

‖f ∗ φt − af‖p ≤
∫
Rn

‖τtzf − f‖p |φ(z)| dz

が得られる.

ここで, φ ∈ L1(Rn), ‖τtzf − f‖p ≤ 2 ‖f‖p より Lebesgueの優収束定理および,平行移動
の Lp 連続性から, ‖f ∗ φt − af‖p → 0 (t → 0)となる.

(ii) (i)と同様にして

(f ∗ φt)(x)− af(x) =

∫
Rn

(f(x− tz)− f(x))φ(z) dz
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が得られる.

ここで f の有界性より |f(x− tz)− f(x)||φ(z)| ≤ M |φ(z)| (M > 0)となり, Lebesgueの
優収束定理を使用することができる.また f の一様連続性より

lim
t→0

sup
x∈Rn

|(f ∗ φt)(x)− af(x)| ≤ lim
t→0

∫
Rn

|φ(z)| sup
x∈Rn

|f(x− tz)− f(x)| dz

=

∫
Rn

|φ(z)| lim
t→0

sup
x∈Rn

|f(x− tz)− f(x)| dz

= 0

となる.ゆえに,一様に f ∗ φt → af となる.

(iii) φ ∈ L1(Rn)であるから,任意の ε > 0に対して
∫
Ec

|φ(x)| dx < εをみたす compact集合
E ⊂ Rn が存在する.

また, tが十分小さいとき, x − tz ∈ U (x ∈ K, z ∈ E)となるから K の compact性より
Lemma 3.1から sup

x∈K,z∈E
|f(x− tz)− f(z)| < εが成り立つことがわかる.

ゆえに

sup
x∈K

|f ∗ φt(x)− af(x)| ≤
∫
E

|f(x− tz)− f(x)||φ(z)| dz +
∫
Ec

|f(x− tz)− f(x)||φ(z)| dz

< (‖φ‖1 + 2 ‖f‖∞)ε

となり, t → 0のとき一様に f ∗ φt → af となる.

以上より,題意は示された. ■

Theorem 4.10

C∞
0 (Rn)は Lp(Rn) (1 ≤ p < ∞)内で稠密であるが, L∞(Rn)内では稠密ではない.

Proof. まずは, 1 ≤ p < ∞の場合を示す.

f ∈ Lp(Rn)とする.任意の ε > 0に対して
∥∥f − fχB(0,R)

∥∥
p
< εを満たす R > 0が存在する.

これを 1つ固定して R0 とする.また, ρ ∈ C∞
0 (Rn)を

∫
Rn

ρ(x) dx = 1であるようなものとし,

t > 0に対して ρt を軟化子とする.

gt,R0
= fχB(0,R0) ∗ ρtとすると, Theorem 4.9 (i)より

∥∥fχB(0,R0) − gt,R0

∥∥
p
< εを満たす t > 0

が存在する.これを 1つ固定して t0 とする.このとき gt0,R0
∈ C∞

0 (Rn)である.

‖f − gt0,R0‖p ≤
∥∥f − fχB(0,R0)

∥∥
p
+
∥∥fχB(0,R0) − gt0,R0

∥∥
p
< 2ε
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となる.

次に, p = ∞の場合を示す.

1 ∈ L∞(Rn)が C∞
0 (Rn)の元で近似できないことを背理法で示す.

‖1− f‖∞ <
1

2
となる実数値関数f ∈ C∞(Rn)が存在したとする.このとき, A =

{
x ∈ Rn

∣∣∣∣ |1− f(x)| ≤ 1

2

}
とすると, µ(A) = ∞である.

また, A上で f(x) ≥ 1

2
が成り立つことに注意すると∫

Rn

|f(x)| dx ≥
∫
A

|f(x)| dx ≥ 1

2
µ(A) = ∞

が成り立ち, f ∈ C∞
0 (Rn) ⊂ L1(R)であることに矛盾する.

以上より,題意は示された. ■

Corollary 4.11

Schwartzの急減少関数空間 S(Rn)を

S(Rn) =

{
f ∈ C∞(Rn)

∣∣∣∣ lim
|x|→∞

|xα∂βf(x)| = 0
(
∀α, ∀β ∈ Zn

≥0

)}
で定義する.ただし, α, βは多重指数である.このとき, S(Rn)は Lp(Rn) (1 ≤ p < ∞)の稠密な
部分集合である.

Proof. まずは,包含関係を示す. f ∈ S(Rn)とする. |xα| ≤ |x||α| が成り立つことに注意する.

ただし |α|は多重指数 αの長さである.このとき, S(Rn)の定義および線形性より十分大きい自
然数mおよびM > 0に対して

(
1 + |x|2m

)
|f(x)| =

(
1 +

(
x1

2 + · · ·+ xn
2
)m) |f(x)| ≤ M (有

界)が成り立つ.

よって, 1 ≤ p < ∞に対して

‖f‖pp =

∫
R⋉

|f(x)|p dx

≤ Mp

∫
Rn

1

(1 + |x|2m)
p dx

= Mpσ(Sn−1)

∫ ∞

0

rn−1

(1 + r2m)
p dr (x = rω, (r, ω) ∈ [0,∞)× Sn−1)

< ∞

と評価される.ただし, σ(Sn−1)は Sn−1 の表面積である. よって, f ∈ Lp(Rn)であることがわ
かり包含関係が示された.
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次に,稠密性を示す. C∞
0 (Rn) ⊂ S(Rn) ⊂ Lp(Rn)であることおよび前定理から稠密性も示され

た.

以上により,系が示された. ■





31

第5章 おまけ

ここでは, Lp 空間に関する解析学で有用な結果をおまけ程度に紹介する.ただし, dxは n次
元 Lebesgue測度である.

Theorem 5.1 (一般Hölderの不等式)

1 ≤ pj , r ≤ ∞ (j = 1, . . . , n),
n∑

j=1

1

pj
=

1

r
とする.このとき fj ∈ Lpj (X) (j = 1, . . . , n)ならば,

n∏
j=1

fj ∈ Lr(X)であり ∥∥∥∥∥∥
n∏

j=1

fj

∥∥∥∥∥∥
r

≤
n∏

j=1

‖fj‖pj

が成り立つ.

証明. 数学的帰納法により証明する.また,一般性を失うことなく pj ≤ pj+1 (j = 1, . . . , n − 1)

とする.

(i) n = 2のとき

• r = p1 = p2 = ∞のとき

|f1f2| = |f1||f2| ≤ ‖f1‖∞ ‖f2‖∞ a.e.

より f1f2 ∈ L∞(X), ‖f1f2‖∞ ≤ ‖f1‖∞ ‖f2‖∞ が示される.

• r = p1 < ∞, p2 = ∞のとき

|f1f2| ≤ |f1| ‖f2‖∞ a.e.

となるから,両辺の Lr ノルムをとれば f1f2 ∈ Lr(X), ‖f1f2‖r ≤ ‖f1‖r ‖f2‖∞ が示
される.

• r < ∞, p1, p2 < ∞のとき

1

p1/r
+

1

p2/r
= 1であるから j = 1, 2に対して

‖fj‖pj
=

(∫
X

|fj |pj dµ

) 1
pj

=

(∫
X

|fj |r
pj
r dµ

) 1
pj/r

· 1r
= ‖|fj |r‖

1
r

pj/r



32 第 5章 おまけ

と変形されるから fj ∈ Lpj (X)ならば |fj |r ∈ L
pj
r (X)となることがわかる.よって

通常の Hölderの不等式から∫
X

|f1f2|r dµ ≤ ‖|f1|r‖p1/r
‖|f2|r‖p2/r

よって両辺の r乗根をとり,先ほど示したノルムに関する等式を用いれば
f1f2 ∈ Lr(X), ‖f1f2‖r ≤ ‖f1‖p1

‖f2‖p2

が示される.

よって n = 2のときに結論が成り立つことが示された.

(ii) n = kのとき (n = k − 1のときに結論が成り立つと仮定する.)

• pk = ∞のとき
k∑

j=1

1

pj
=

k−1∑
j=1

1

pj
=

1

r

より, n = 2のときの結果と帰納法の仮定を用いると∥∥∥∥∥∥
k∏

j=1

fj

∥∥∥∥∥∥
r

≤

∥∥∥∥∥∥
k−1∏
j=1

fj

∥∥∥∥∥∥
r

‖fk‖∞

≤

k−1∏
j=1

‖fj‖pj

 ‖fk‖∞

となるから, pk = ∞のときは,

k∏
j=1

fj ∈ Lr(X),

∥∥∥∥∥∥
k∏

j=1

fj

∥∥∥∥∥∥
r

≤
k∏

j=1

‖fj‖pj
が示される.

• pk < ∞のとき p =
pk

pk − r
, q =

pk
r
とすると p, qは互いに共役であるから

k−1∑
j=1

1

pj
=

1

r
− 1

pk
=

pk − r

rpk
=

1

pr

を満たす.よって通常の Hölderの不等式と帰納法の仮定から∫
X

k−1∏
j=1

|fj |r
 |fk|r dµ ≤

∥∥∥∥∥∥
k−1∏
j=1

|fj |r
∥∥∥∥∥∥
p

‖|fk|r‖q∥∥∥∥∥∥
k∏

j=1

fj

∥∥∥∥∥∥
r

≤

∥∥∥∥∥∥
k−1∏
j=1

fj

∥∥∥∥∥∥
pr

‖fk‖qr

≤

k−1∏
j=1

‖fj‖pj

 ‖fk‖pk

=

k∏
j=1

‖fj‖pj
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となるから, pk < ∞のときも
k∏

j=1

fj ∈ Lr(X),

∥∥∥∥∥∥
k∏

j=1

fj

∥∥∥∥∥∥
r

≤
k∏

j=1

‖fj‖pj
が示される.

以上より,数学的帰納法より題意は示された. ■

Theorem 5.2 (Chebyshevの不等式)

1 ≤ p < ∞とし, f ∈ Lp(X)とする. ε > 0に対して

µ({x | |f(x)| > ε}) ≤
(‖f‖p

ε

)p

が成り立つ.

証明.

‖f‖pp =

∫
X

|f |p dµ ≥
∫
{x||f(x)|>ε}

|f |p dµ ≥
∫
{x||f(x)|>ε}

εp dµ = εpµ({x | |f(x)| > ε})

から明らか. ■

Theorem 5.3

ある p (1 ≤ p < ∞)に対して f ∈ Lp(X)ならば |f | < ∞ a.e.である.

証明. 集合 En, E を

En = {x | |f(x)| > n}, E = {x | |f(x)| = ∞}

とすると,各 n ∈ Nに対して Chebyshevの不等式および集合論から

µ(En) ≤
(‖f‖p

n

)p

, E =

∞⋂
n=1

En

となることがわかる.よって, µ(E) ≤ µ(En)より

µ(E) ≤
(‖f‖p

n

)p

が成り立つ.ここで, ‖f‖p < ∞より n → ∞の極限をとると

µ(E) = µ({x | |f(x)| = ∞}) = 0

となる.これは |f | < ∞ a.e.であることを意味するから,定理が示された. ■

Theorem 5.4 (Rieszの収束定理)

1 ≤ p < ∞とする. {fn} ⊂ Lp(X), f ∈ Lp(X), fn → f a.e.ならば

lim
n→∞

‖fn − f‖p = 0 ⇐⇒ lim
n→∞

‖fn‖p = ‖f‖p

が成り立つ.
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証明. (=⇒) Minkowskiの不等式から

‖fn‖p ≤ ‖fn − f‖p + ‖f‖p

より
‖fn‖p − ‖f‖p ≤ ‖fn − f‖p

となる. |fn − f | = |f − fn|より,同様にして

‖f‖p − ‖fn‖p ≤ ‖fn − f‖p

となるから ∣∣∣‖fn‖p − ‖f‖p
∣∣∣ ≤ ‖fn − f‖p → 0 (n → ∞)

が得られる.よって
lim
n→∞

‖fn‖p = ‖f‖p

が示された.

(⇐=) Theorem 2.3(i)の証明のときに出てきた不等式を用いると

|fn − f |p ≤ 2p(|fn|p + |f |p)

となる.ここで非負の可測関数列 {gn}を

gn = 2p(|fn|p + |f |p)

とする.このとき, gn → 2p+1|f |p a.e.であり,仮定を用いると

lim
n→∞

∫
X

gn dµ = lim
n→∞

2p(‖fn‖pp + ‖f‖pp) = 2p+1 ‖f‖pp =

∫
X

2p+1|f |p dµ

より,一般優収束定理から

lim
n→∞

‖fn − f‖pp = lim
n→∞

∫
X

|fn − f |p dµ =

∫
X

(
lim
n→∞

|fn − f |p
)
dµ = 0

となる.よって
lim
n→∞

‖fn − f‖p = 0

となる.

以上より,定理が示された. ■

Theorem 5.5

1 ≤ p < q < r ≤ ∞とする.このとき Lq(X) ⊂ Lp(X) + Lr(X)となる.
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証明. f ∈ Lq(X), E = {x | |f(x)| > 1}とする.また, g = fχE , h = fχEc とすると f = g + h

である.また

|g|p = |f |pχE ≤ |f |qχE ≤ |f |q, |h|r = |f |rχEc ≤ |f |qχEc ≤ |f |q

であるから, r < ∞のときは Lq(X) ⊂ Lp(X) + Lr(X)となる. r = ∞のときは, ‖h‖∞ ≤ 1よ
り明らかである. ■

Theorem 5.6

1 ≤ p < q < r ≤ ∞ とする. このとき Lp(X) ∩ Lr(X) ⊂ Lq(X) となり, 0 < λ < 1 を
1

q
=

λ

p
+

1− λ

r
つまり, λ =

q−1 − r−1

p−1 − r−1
で定義すると

‖f‖q ≤ ‖f‖λp ‖f‖
1−λ
r

が成り立つ.

証明. rの値により場合を分けて示す.

(i) r = ∞のとき
λ =

p

q
, |f |q = |f |q−p|f |p ≤ ‖f‖q−p

∞ |f |p a.e.

であるから
‖f‖q ≤ ‖f‖1−

p
q

p ‖f‖
p
q
∞ = ‖f‖λp ‖f‖

1−λ
∞

となり, Lp(X) ∩ L∞(X) ⊂ Lq(X), ‖f‖q ≤ ‖f‖λp ‖f‖
1−λ
∞ が示される.

(ii) r < ∞のとき

p

λq
,

r

(1− λ)q
は互いに共役であるから, Hölderの不等式を用いると∫

X

|f |q dµ =

∫
X

|f |λq|f |(1−λ)q dµ

≤
∥∥|f |λq∥∥

p/λq

∥∥∥|f |(1−λ)q
∥∥∥
r/(1−λ)q

=

(∫
X

|f |p dµ
)λq

p
(∫

X

|f |r dµ
) (1−λ)q

r

より, Lp(X) ∩ Lr(X) ⊂ Lq(X), ‖f‖q ≤ ‖f‖λp ‖f‖
1−λ
r が示される.

以上より,題意は示された. ■

Theorem 5.7

µ(X) < ∞, 1 ≤ p < q ≤ ∞とする.このとき Lp(X) ⊃ Lq(X)であり

‖f‖p ≤ ‖f‖q µ(X)
1
p−

1
q

が成り立つ.
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証明. qの値で場合分けをして示す.

(i) q = ∞のとき
‖f‖pp =

∫
X

|f |p dµ ≤ ‖f‖p∞
∫
X

1 dµ = ‖f‖p∞ µ(X)

となるから,両辺 p乗根をとれば Lp(X) ⊃ L∞(X), ‖f‖p ≤ ‖f‖∞ µ(X)
1
p が示される.

(ii) q < ∞のとき

q

p
,

q

q − p
は互いに共役であるから, Hölderの不等式を用いると

‖f‖pp =

∫
X

|f |p · 1 dµ ≤ ‖|f |p‖q/p ‖1‖q/(q−p) = ‖f‖pq µ(X)
q−p
q

となるから, 両辺 p乗根をとれば Lp(X) ⊃ Lq(X), ‖f‖p ≤ ‖f‖q µ(X)
1
p−

1
q が示される.

以上より,題意は示された. ■

Theorem 5.8

ある 1 ≤ q < ∞に対して f ∈ Lq(X) ∩ L∞(X)とする.このとき p > qとなる任意の pに対し
て f ∈ Lp(X)となり

lim
p→∞

‖f‖p = ‖f‖∞

が成り立つ.

証明. 仮定より定理 4.2から, p > qとなる pに対してLq(X)∩L∞(X) ⊂ Lp(X)より f ∈ Lp(X)

であることがわかる.これで結論の前半が言えた.

次に結論の後半を示す.

(i) ‖f‖∞ = 0のとき

f = 0 a.e.より ‖f‖p = 0から

lim
p→∞

‖f‖p = ‖f‖∞ (= 0)

が成り立つ.

(ii) ‖f‖∞ > 0のとき

最初に lim inf
p→∞

‖f‖p ≥ ‖f‖∞を示す. 0 ≤ t < ‖f‖∞に対して集合AをA = {x | |f(x)| ≥ t}

とすると, L∞ ノルムの定義から µ(A) > 0である.また, Chebyshevの不等式から

‖f‖p ≥ tµ(A)
1
p (∗)
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となる. ここで f ∈ Lp(X)より ‖f‖p < ∞から µ(A) < ∞のときは µ(A)
1
p → 1 (p → ∞)

であることがわかるから (∗)の両辺を p → ∞の下極限をとると
lim inf
p→∞

‖f‖p ≥ t (∗∗)

となる. µ(A) = ∞のときは t = 0でなければならず, ‖f‖p ≥ 0から (∗∗)が得られること
がわかる.よって tは任意より (∗∗)の両辺を t → ‖f‖∞ − 0の極限をとると

lim inf
p→∞

‖f‖p ≥ ‖f‖∞ (1)

となる.

次に lim sup
p→∞

‖f‖p ≤ ‖f‖∞を示す.今 f ∈ Lq(X) ∩ L∞(X)であるから Theorem 5.6より
q < p < ∞に対して

‖f‖p ≤ ‖f‖
q
p
q ‖f‖1−

q
p

∞

となる.ここで ‖f‖q , ‖f‖∞ < ∞であるから両辺 p → ∞の上極限をとると
lim sup
p→∞

‖f‖p ≤ lim sup
p→∞

‖f‖
q
p
q ‖f‖1−

q
p

∞ = ‖f‖∞ (2)

となる.

また,一般に
lim inf
p→∞

‖f‖p ≤ lim sup
p→∞

‖f‖p (3)

であるから, (1),(2),(3)より
lim
p→∞

‖f‖p = ‖f‖∞

となり,結論の後半も示された.

以上より定理が示された. ■

Theorem 5.9 (Riemann-Lebesgueの定理)

f ∈ L1(Rn) とする. このとき f の Fourier 変換 f̂(ξ) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn

f(x)e−ix·ξ dx に対して,

lim
|ξ|→∞

f̂(ξ) = 0が成り立つ.

Proof. x = (x1, . . . , xn), ξ = (ξ1, . . . , ξn)とする. |ξ| → ∞のとき, |ξj | → ∞となる 1 ≤ j ≤ n

が少なくとも 1つ存在する.それを一般性を失うことなく j = 1とする.このとき, e−ix1ξ1 =

−e
−iξ1

(
x− π

ξ1

)
であることに注意すると

f̂(ξ) = − 1

(2π)
n
2

∫
Rn−1

(∫
R
f(x1, . . . , xn)e

−iξ1
(
x1− π

ξ1

)
e−i(x2ξ2+···+xnξn) dx1

)
dx2 · · · dxn

= − 1

(2π)
n
2

∫
Rn−1

(∫
R
f

(
x1 +

π

ξ1
, x2, . . . , xn

)
e−i(x1ξ1+···+xnξn) dx1

)
dx2 · · · dxn

= − 1

(2π)
n
2

∫
Rn

f

(
x1 +

π

ξ1
, x2, . . . , xn

)
e−ix·ξ dx
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となる.ただし,途中で Lebesgue測度の平行移動不変性を用いた.　

よって, L1 連続性から, |ξ| → ∞ (特に |ξ| → ∞)のとき

2|f̂(ξ)| ≤ 1

(2π)
n
2

∫
Rn

∣∣∣∣f(x1, . . . , xn)− f

(
x1 +

π

ξ1
, x2, . . . , xn

)∣∣∣∣ dx → 0

となる.

以上より,題意が成り立つことが示された. ■
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